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土的清华弹塑性模型及其发展 
李广信 

（清华大学水利水电工程系，北京 100084） 

摘  要：土的清华弹塑性模型具有独特的建模方式。在 Drucker假说的基础上，无需其
他的附加假设，通过试验资料直接确定塑性势面和塑性势函数，选择适当的硬化参数

使屈服函数与塑性势函数一致。通过真三轴试验及平面应变试验，利用该模型的建模

方法，在π平面上确定了一种双圆弧的屈服轨迹，从而建立了该模型的三维形式，提出

了相应的流动规则表达式；在小浪底堆石料的三轴湿化试验基础上，发现湿化应变作

为一种塑性应变与通过该点的屈服面正交，因而只需分别确定干土与饱和土的清华弹

塑性模型的参数，同时进行各向等压条件下的湿化试验，测量其湿化体应变，就可以

计算出在任意应力状态下浸水湿化的应力应变全过程；与湿化的清华模型相似，进行

了不同含水率的土的三轴试验，并进行在干土试样中预加冰屑然后在指定应力状态下

使其融化均匀增湿的三轴试验，发现屈服函数不变，硬化参数可以表示为塑性应变和

含水率的函数，从而绕过了基质吸力这一变量，建立了非饱和土的清华模型，试验表

明它可以合理地预测从干试样增湿到其他含水率的应力应变全过程；密实的永定河砂

的试验表明，在相同应力状态下，应变硬化段与应变软化段的塑性应变增量的方向是

一致的，将硬化参数表示为塑性功的函数，则可以描述土的应变软化，模型试验结果表明了建立的反映应变软化的清

华模型可以合理地计算浅基础的荷载沉降关系；将等向硬化改为旋转硬化，就可以计算砂土在减载和循环加载下的应

力应变关系。清华弹塑性模型是一个具有很大发展空间的模型。 
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Characteristics and development of Tsinghua Elasto-plastic Model for soil 

LI Guang-xin 
（Department of Hydraulic Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China） 

Abstract: Unlike other elasto-plastic models of soil, Tsinghua Elasto-plastic Model was developed in a different way, in which 

the plastic potential surface and the function of the model was directly determined from experimental data without any other 

assumptions. According to the Drucker’s postulation, the yield function was identical with plastic potential function by 

selecting proper hardening parameter. The yield locus of the model, formed by 2 circular arcs on π plane, was developed by 

using true triaxial tests and plane strain tests. A three-dimensional Tsinghua Model was then proposed and the 

three-dimensional flow rules were presented. Based on the wetting test results of Xiaolangdi rock fill, it was found that as a type 

of plastic strain, the wetting strain vector was normal to the yield locus of the model. Provided that the model parameters of dry 

soil and saturated soil and the wetting volumetric strain in isotropic compression test were determined, the whole stress-strain 

relationship during wetting of the sample could be simulated by the model. An unsaturated soil model was also developed 

following the similar approach to the wetting Tsinghua Model. In the triaxial test of unsaturated soil, some ice crumbs were 

mixed into the dry sample before test and the ice crumbs 

were melted at determined stress states. From the test results 

it was found that yield surfaces of soil with different 
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moisture contents were the same and hardening parameter was the function of plastic strain and Moisture content. In the 

Tsinghua Model for unsaturated soil, the strain increment produced by increments of stress and moisture content could be 

calculated conveniently without appearance of matrix suction. The whole stress-strain relationship in triaxial tests with 

increasing moisture contents was predicted by the model reasonably. Additionally, based on the behavior observed in triaxial 

compression tests with dense Yongding River sand, the model was still developed to simulate strain-softening characteristics of 

the sand, in which the hardening parameter was assumed to be the function of plastic work. The model was verified in 

computing the displacement vs. load of a shallow footing on dense sand by hydraulic gradient model tests. If the rotational 

kinematic hardening is applied in the model instead of isotropic hardening, it could be used to model the soil behavior with 

large stress reversals, by which stress strain relationship during load decreasing or cyclic loading can be simulated. It is thought 

that Tsinghua Elasto-plastic Model is a promising model for soil. 

Key words: constitutive relationship of soil; elasto-plastic model; wetting; unsaturated soil; strain-softening; cyclic loading

0  前    言 
土的力学本构关系通常是指土的应力–应变–强

度–时间关系，其数学表达式即为本构模型或者本构

方程。作为天然地质材料的土体，由于其结构的非连

续性和分布的随机性，在力学性能上一般表现出非线

性、弹塑性、流变性、各向异性和非均质性；其应力

–应变关系十分复杂，它与土的应力水平、应力历史

和应力路径有关；也与土的状态、组成、结构、温度、

环境等因素密切相关。早期土的变形计算主要是基于

线弹性理论，而土的塑性理论应用的是完全塑性的模

型，屈服准则与强度准则是一致的。在刚塑性和弹性

－完全塑性模型的基础上，各种极限分析和极限平衡

方法得到了发展。现代计算机技术为土的非线性分析

提供了可能性，而大型土木工程的建设使这种分析成

为必要。因而只有在 20世纪 60年代以后土的本构关
系模型的研究才得以蓬勃发展。 

Roscoe 与他的同事提出剑桥模型[1，2]，开创了土

的增量弹塑性本构模型的先河。随后各国学者提出了

上百种土的弹塑性本构模型，包括单一屈服面、双屈

服面及多屈服面的模型。其主要特点是首先假设屈服

面：有人基于土是摩擦材料这一认识，将屈服轨迹假

设为一组直线或者是微弯的射线，在三维应力空间就

是一组锥形屈服面；也有人看到在各向等压下土的明

显的不可恢复的塑性体应变，而假设一组帽子屈服面，

例如 Drucker 等就提出在 Mohr-Coulomb 锥形屈服面
上再加上一组硬化帽形屈服面[3]；还有人假设土同时

具有这两组屈服面，建立了双重屈服面弹塑性模型或

者综合两种情况的普遍形式的屈服面。在为数众多土

的弹塑性模型中，清华弹塑性模型以其独特的建模方

法引起国内外学者的关注。黄文熙先生最早提出土的

弹塑性模型的屈服面不应人为假设，应当通过试验结

果直接确定塑性势函数，然后根据 Drucker 假说即相
适应的流动规则，选择合适的硬化参数，使模型的屈

服面与塑性势面重合，建立土的弹塑性模型。在这一

思想的指导下，在对各类土的大量的试验成果基础上，

于 20世纪 70～80年代建立了土的清华弹塑性模型[4]，

随后又发展了三维的弹塑性模型形式[5]。该模型在高

土石坝、地基基础和桩基础工程[6，7]等方面得到了应

用。在以后的 20多年中，笔者继承这一建模思路，发
展了这一模型，提出了计算土的湿化变形、非饱和土

的增湿变形、反映土的应变软化、减载与循环加载的

清华弹塑性模型。这表明清华模型具有很强大的扩展

功能和发展空间，这些工作也进一步深化和发展了清

华弹塑性模型，为它在工程方面的推广应用创造了条

件。 

1  土的清华弹塑性本构模型的建立 
清华弹塑性模型是以黄文熙为首的清华大学研究

组提出的。在这个模型中，除了 Drucker 公设以外，
未作任何补充假设。它直接从土的试验资料确定塑性

势函数 g，按照相适应流动法则，令 g = f；然后确定
合适的硬化参数，合理地反映土的应力应变关系。模

型保证了解的惟一性。模型及其参数确定如下所述[9]。 
1.1  弹性应变 

模型的弹性应变部分采用 K、G 参数计算。其中
体变模量 K 从各向等压试验的卸载－再加载试验确
定；剪切模量 G从常规三轴压缩的卸载－再加载试验
确定。其一般形式为 

0K K p=  ，              (1) 

3
0 a

a

n

G G p
p
σ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 。           (2) 

式中， 3/)( 321 σσσ ++=p ；pa 为大气压力，量纲与

σ3相同；K0与 G0是试验常数。 
1.2  屈服面的确定 

在三轴试验的结果中，计算各应力状态下的塑性

应变 p
vε 与

pε ，绘制不同围压下三轴试验的 p
vε –

pε 关
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系曲线；然后在 p–q平面上对应的应力点处绘制其塑
性应变增量方向，用图 1（a）所示的小箭头表示（它
实际就是 p

vε –
pε 曲线对应于该应力点的切线方向）。

图 1表示的是承德中密砂的试验结果，将该图中的小
箭头方向连线就如同“流线”；对应的与其正交的“等

势线”即为塑性势轨迹。按照 Drucke假说，f = g，则
塑性势轨迹即为其屈服轨迹。用适当的函数表示，即

为屈服函数。 
许多土的三轴试验结果表明，这个屈服轨迹大体

上是一组比例椭圆，可以用下式表示： 
2 2

1 0p h qf g
kh krh
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ，    (3) 

式中， ( ) ( ) ( )[ ] 2
12

31
2

32
2

212
1 σσσσσσ −+−+−=q ，h

为硬化参数。r、k是试验常数。设 1px
q η

= = ， z =  

p

p

d
arctan

d
vε
ε

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

。可以用试验数据绘制图2所示的曲线，

根据正交法则和式（3）确定试验常数 r、k。 

图 1 承德中密砂的屈服轨迹 

Fig. 1 Yield locus of Chengde sand 

图 2 屈服函数中试验常数 r与 k的确定 

Fig. 2 Determination of r and k in yield foundation 

1.3  硬化参数的确定 

对于各向等压的应力状态 0,0 == qpp ，式（3）
可表示为 

0

1
p

h
k

=
+

 。                  (4) 

由于在各向等压试验中 0p 与塑性体应变 p
v0ε 有一

一对应的试验关系，所以式（4）又可表示为 p
v0ε 的函

数。 0p 与 p
v0ε 之间试验关系可以表示为 

( ) 5

1
p

0 a v0 6
4

1 mp p m
m

ε= +  ，        (5) 

式中，m4、m5、m6是试验常数。当然， 0p 与 p
v0ε 之间

关系也可根据试验结果表示成其它的函数形式。 
从式（4）和（5）可得到 

( ) 5

1
pa
v0 6

4

1
1

m
p

h m
k m

ε= +
+

 。         (6) 

在同一个屈服面上，硬化参数 h是相等的。亦即
在同一个屈服面上，从式（3）与（4）相等得到 

( )
2

2 2 2
0 2

1 / 1kp k p q p k
r

⎡ ⎤−
= + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 。   (7) 

因而在同一个屈服面上，各向等压的塑性体应变
p
v0ε 与其他应力状态的塑性体应变( p

vε ，
pε )之间也应

满足一定关系，以使该屈服面各点的硬化参数为常数。 
将所有试验得到的在同一屈服面上的 p

v0ε 与( p
vε ，

pε )之间的关系绘制在 p
vε 与

pε 坐标系中，就得到一组
直线，如图 3（a）所示，归一化以后得到图 3（b）所
示的直线，其表达式为 

1 3 21 m∈ = − ∈   ，              (8) 
式中，m3 表示图 3（b）中直线的斜率 p p

1 v v0ε ε∈ = ，
p p

2 v0ε ε∈ = 。 

图 3 同一屈服面上的
p
vε 与

pε 间的关系 
Fig. 3 Relation of p

vε and pε in a yield surface 

将式（8）代入式（6）就得到硬化参数的表达式： 



4                         岩  土  工  程  学  报                                    2006年 

( ) 5

1
p pa

6 v 3
4

1
1

m
p

h m m
k m

ε ε= + +
+

 。      (9) 

可根据试验资料改变具体的函数形式，以求准确

和简便为原则。在如上的函数形式中，有弹性试验常

数 K0、G0和 n，屈服函数中常数 k、r，硬化参数中的
常数 m3、m4、m5和 m6共计 9个试验常数。它们可从
各向等压试验和常规压缩三轴试验及其卸载再加载试

验确定。值得注意的是，该模型没有另外的强度准则，

它的强度准则隐含在模型本身之中。 

2  清华模型的三维形式 
上述模型是在 p–q应力平面上建立起来的。与应

力洛德角θ 无关，这意味着其破坏轨迹和屈服轨迹在
π平面上是圆周。这显然不符合土的实际情况。为了
建立三维的弹塑性模型形式，首要的是确定屈服面在

π平面上的轨迹的形状及函数表达式。图 1（b）是从
承德中密砂的真三轴试验和平面应变试验得到的 π平
面上的塑性应变增量方向。采用同样的原理和方法，

可以得到 π平面上的屈服轨迹。这种屈服轨迹可以用
π平面上的两段相切的圆弧组成。试验与理论都证明
了，在 π平面上，屈服轨迹与破坏轨迹形状是相同的。
所以其破坏轨迹与屈服轨迹可用图 4 的双圆弧示[5]。

这两段圆弧的圆心，一个在 3σ 轴上，一个在 1σ 轴上，
在 0θθ＝ 处相切。按照圆心与半径的不同，这两段双

圆弧的组合可以有许多种，对应于不同的轨迹形状。

其中图 4和图 1（b）所示形状较为符合试验结果。 

图 4 π平面上的双圆弧屈服轨迹 

Fig. 4 Two circular arcs yield locus in π plane 

在三维形式的屈服方程中，需要引入一个形状参

数 ( )θα 。它表示了 π平面上屈服轨迹的形状。试验表
明，破坏面在π平面上的轨迹的形状与它是相同的。

屈服面函数为 

( )

22
1 0p h qf

kh krhα θ
⎛ ⎞−⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ，     (10) 

相应的强度准则表示为 

( )c
q M
p

α θ=  ，           (11) 

其中 cM 为常规三轴压缩试验得到的破坏应力比，

c
c

q
M

p
= 。 ( )θα 可表示为如下形式： 

当 0θθ > 时 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
1

1 2[ 1 2 1 cos 30
2 1

t t
t t

α θ⎧
= − + °− +⎨

− ⎩
 

( )
1

2 2 3 22 1 (2 2 3 2 )]t t t t t− − + − −  

( )( ) ( )}21 2 1 cos 30t t θ− + ° −  ；       (12) 

当 0θθ < 时： 

{ 2 2 2 2
2 2

1 [(1 ) (2 2) cos (30 )
1 2 2

t t t
t t

α θ= − + + ° + +
+ −

 

1
2 3 2 2(1 2 2 )(4 4 4 3)]t t t t t+ − − + − +  

}2(1 )(2 2)cos (30 )t t t θ− + + ° + 。          (13) 

( )
3 2

0 3

4 4 3arctan
3 4 3 1
t t t

t t
θ − + −

=
+ +

 。       (14) 

其中 t为三轴伸长 ( )°30＝θ 与三轴压缩 ( )30θ °＝- 试验

得到的强度比之比，即 
t

c

M
t

M
=  ，                     (15) 

式中， tM 为三轴伸长试验中破坏应力比 t
t

q
M

p
= 。 

在三维应力状态下，弹塑性模型的流动规则表示

为 

p
v

1
2 2 2

d d

1sin cos
arctan 1cos sin

1d d [( ) d ( ) ]p

f
p

f f
q q
f f
q q

f f
q q

ε λ

θ θ
θψ

θ θ
θ

ε λ λ
θ

⎧ ∂
=⎪ ∂⎪

⎪ ∂ ∂
+⎪ ∂ ∂⎪ =⎨ ∂ ∂⎪ −

∂ ∂⎪
⎪

∂ ∂⎪ = +⎪ ∂ ∂⎩

，

，

，

      (16) 

式中，ψ为塑性应变增量的洛德角。可见在这种三维
模型中，π平面上应力向量的方向与塑性应变增量向
量的方向是不一致的，亦即π平面上的屈服轨迹不是
圆周。只需再作一个三轴伸长试验确定其强度和试验

参数 t，就可以将二维模型推广到三维形式。清华三
维弹塑性模型用于土石坝的计算，结果表明用它计算

的坝体水平应力、水平位移和坝轴向的应力比二维模

型更符合实际[6]。 

3  反映湿化变形的清华弹塑性模型 
干土浸水饱和时发生的变形叫湿化变形或者湿陷

变形。不仅黄土有湿陷性，许多土都有湿化变形。高

土石坝初次蓄水时，可能会由于堆石料的浸水湿化变

形而发生坝体的沉降、侧移和应力的重分布，甚至导
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致坝体和防渗体开裂和渗透破坏。堆石的湿化变形问

题受到国内外专家的重视。 
用饱和土和干土分别进行三轴试验，以其在相同

应力状态下的应变差作为土的湿化变形的方法叫双线

法；保持应力状态不变，将干土浸水饱和，量测其应

变增量的方法叫单线法。可见单线法更符合土体湿化

变形的实际情况，对很多土的研究表明，单线法的湿

化应变比双线法明显偏大。 
3.1  堆石料的湿化试验 

采用相似模拟缩小小浪底土石坝的堆石料粒径，

进行三轴湿化试验。试样直径为 150 mm，高 300 mm，
采用高压三轴仪进行试验。图 5 表示了σ3＝300 kPa
三轴试验的单线法与双线法的结果

[10]
。 

3.2  屈服面与屈服函数 

按照清华模型的建模原理，通过三轴试验资料和

Drucker公设直接确定土的屈服轨迹，试验结果表明，
在清华弹塑性模型中，干土与饱和土的屈服轨迹形状

是相同的，见图 6所示。屈服函数的表达式如式（3）
所示，只是硬化参数中的试验常数不同。 

图 5 试验与计算的结果比较 

Fig. 5 Comparison between numerical results and test results 

图 6 堆石料的屈服面与湿化应变的正交性 

Fig. 6 Yield locus and normality of wetting strain to yield locus 

在某一应力状态下的湿化变形是一种不可恢复的

塑性变形，试验结果表明在一个应力状态下的湿化应

变向量正交于通过该点的清华模型屈服面，见图 6。

这也表明湿化应变可以通过这个模型来描述。根据湿

化应变的正交性，湿化应变的两个分量 sε 、 s
vε 的关系

可表示为 

s s
v

f f
q p

ε ε⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

  。       (17) 

3.3  硬化参数 

分别进行干土试样和饱和土试样的三轴试验，用

上述的方法分别建立干土与饱和土的硬化参数表达

式，见式（9）。由于在试验中，湿化前后的应力状态
没有变化，这样在湿化前位于同一屈服面 f0上的所有

应力状态的土样，浸水湿化后由于湿化塑性应变的增

加，都向外扩张到另一个屈服面 f1上。这样就可以只

需完成各向等压 p0应力状态的湿化试验，确定湿化前

后的硬化参数之差，就可以计算在任意应力状态下的

湿化应变。湿化前后的硬化参数之差 

( )
s

55

1 1

p s p
0 v0 v0 v0s

4 4

1 1 1
1

mm
h

k m m
ε ε ε

⎧ ⎫
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎪ ⎪∆ = + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥+ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

 。 (18) 

式中  p
v0ε 为干土在各向等压p0作用下的塑性体应变；

s
v0ε 为干土在各向等压 p0作用下的湿化体应变；m4、

m5 为干土硬化参数中的试验常数；
s
4m 、 s

5m 为饱和土
硬化参数中的试验常数。 
3.4  湿化过程的应力应变关系的计算 

通过式（18）计算出湿化前后的硬化参数之差∆h
＝∆h0，然后根据式（9）和（17）所示的关系，就可
以方便地计算出任意应力状态下的两个湿化应变分量

s
vε 和

sε 。计算的结果见图 5。从图 5中可以发现一个
有趣的现象，即在试验中当应力状态不变时，土样浸

水发生明显的体应变和轴向应变，当湿化以后再加载

时，应力应变曲线明显变陡。这一试验结果可为清华

弹塑性模型合理地解释和反映：在图 6中，湿化前土
样处于应力状态 A点，相应的屈服面为 f0。在湿化以

后，产生了较大的塑性湿化应变（单线法试验的湿化

应变大于双线法），它使硬化参数增加，相应的屈服面

发展到 f1。但是由于应力状态没有变化，其目前的应

力状态表示它实际上仍然位于屈服面 f0上，这时屈服

面 f1 相当于其“前期屈服面”，这类似于超固结土，

从 f0到 f1的荷载增加过程只发生弹性变形（A到C点），
使计算的应力应变曲线也变陡，从而有效地预测了试

验中湿化前后土的应力应变关系曲线。 
可见只需进行干土与饱和土的三轴试验，确定模

型的有关参数，再进行各向等压的湿化试验，就可以

计算湿化过程的应力应变关系。 

4  非饱和土的清华弹塑性模型 
目前，国内外已经提出了不少非饱和土的本构模
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型[11，12]，Alonso弹塑性模型在非饱和土中得到了较为
广泛的应用，它采用净应力(net stress)和吸力(suction)
两个变量体系来描述非饱和土体的变形性状，建立非

饱和土吸力与土体应变的关系。但是基质吸力不易实

时量测，它对于土的强度、变形的影响十分复杂，因

而与吸力有关的参数的确定是主要的难点。在建立非

饱和土的清华模型时，结合湿化模型的做法，在其硬

化参数中加入土的含水率，亦即包括了应力张量与含

水率导致应变的两个变量，应力的变化可以产生弹性

或者塑性应变，而含水率的增加则只产生塑性应变，

二者均可用增量进行计算。这样可以绕过吸力，建立

非饱和土的弹塑性本构模型。该模型无需引入吸力，

可以计算不同含水率下非饱和土的应力应变关系及增

湿过程土的变形，这可能是一条非饱和土工程设计计

算的简便途径。在非饱和土本构模型中涉及水量变化

此前也有一些尝试[13，14]，但没有绕过吸力这一概念。 
4.1  增湿试验 

试验采用白河堡粉质粘土，土粒比重 Gs = 2.71，
塑性指数 Ip = 10.1，最大击实干密度ρdmax = 1.69 g/cm3，

最优含水率 wop = 16％。试样干密度为ρd = 1.30 g/cm3，

含水率为天然风干含水率 2.85％，用天然风干含水率
和其他不同含水率的试样分别进行各向等压和不同围

压的三轴试验，确定清华弹塑性模型的参数。然后在

天然风干含水率试样制样时加入一定数量的冰屑，使

其在试验过程中规定的应力状态下融化，从而在试验

过程中均匀地增加试样的含水率，量测融化过程的应

变，得到在不同应力状态下，增加不同含水率时的增

湿应变量。作为建立模型和验证模型的试验基础。在

含水率≤15％时，可以通过试样中预先加冰屑的方法，
对于更高的含水率则可通过通水管直接向试样加水的

方法。 
4.2  屈服面与屈服函数 

通过不同含水率试样的三轴试验资料直接确定土

的屈服轨迹，与第 3节一样，试验结果表明，不同含
水率的试样得到的清华弹塑性模型屈服面形状是相同

的，屈服函数的表达式和参数也相同，如式（3）所示。 
4.3  硬化参数 

不同含水率的试样的硬化参数不同，它是含水率

的函数。与湿化的情况相同，增湿前后的应力状态没

有变化，这样在增湿前位于同一屈服面 f0上的所有应

力状态增湿以后也应当向外扩张到同一个屈服面 f1上

（见图 6）。这样就可以只需完成各向等压 p0应力状态

的增湿试验，确定增湿前后的硬化参数之差∆h0，就可

以计算在任意应力状态下，增加任意含水率的硬化参

数之差∆h＝∆h0。这种硬化参数之差是由于单线法变

形大于双线法而引起的。 

通过加冰试验，进行各向等压下不同增湿含水率

试验，总结出增湿体应变–等向压力关系曲线与湿后

含水率–增湿体应变关系曲线，并进行归一化整理（见

图 7（b））得到 
s
v0
p
v0

1.3049ln 1.2606y w
ε
ε

= = −  。       (19) 

用清华模型建模的思想，在式（6）中引进式（19），
最后可得出在等向增湿的路径下硬化参数的表达式如

下： 

5
v0

1
w m

40

1
m 1.684ln 1.993

1 k 1 k

wp
h

ε⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪
⎢ ⎥⎨ ⎬−⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭= =

+ +
 。  (20) 

式中， w p s
v0 v0 v0ε ε ε= + 。 

4.4  试验验证 

用上述的非饱和土清华模型的形式，用来预测一

定应力状态下，增湿到一定含水率的三轴增湿试验。

见图 8所示。 

图 7 归一化增湿体变ε svo/ε pvo与含水率 w关系曲线 

Fig. 7 Curves of normalized volumetric strain ε svo/ε pvo versus  

water content w 

图 8 试验与计算的增湿试验结果 

Fig. 8 Comparison between numerical results and test results 

试验与计算的结果表明：试验中随着增湿后含水



第 1期                     李广信. 土的清华弹塑性模型及其发展 7 

 

率增加，基质吸力减小，强度降低；本模型计算可合

理地预测出这种趋势；试验和计算结果表明，试样的

抗剪强度只受围压和湿后含水率的影响而与具体在何

种应力状态下增湿的过程无关；此模型可计算任意应

力状态、任意初始含水率（p1，q1，w1）到另一状态

（p2，q2，w2）的增湿变形的全过程；与湿化变形一

样，模型预测出了试验中增湿后再加载时初始段应力

应变关系曲线变陡的现象，同样可以用增湿过程使屈

服面从 f0跳到 f1，再加载过程只发生弹性变形来解释

和计算。 
非饱和土的清华模型只需进行不同含水率的三轴

试验，确定模型参数与含水率的函数关系，再进行加

冰的干土试样的各向等压增湿试验，就可以完全确定

模型。其中没有涉及吸力的概念，形式和试验简便，

十分有利于非饱和土的工程计算。 

5  反映土应变软化的清华弹塑性模型 
密砂与超固结粘土的应力应变曲线经常是应变软

化的，为了描述这种应变软化，很多土的弹塑性模型

都在这方面作了研究工作。Lade-Duncan 的修正模型
采用塑性功为硬化参数，可以反映密砂的应变软化现

象[15]。近年来使用损伤模型能够更方便地反映土的这

一变形特性[16]。 
5.1  屈服面与屈服函数 

用密实的永定河砂进行了系统的三轴试验，试验

结果表明这种试样的应力应变关系具有明显的应变软

化现象。对于试验结果进行分析发现，应变软化部分

的塑性应变增量方向准确地正交于通过应变硬化段所

确定的屈服轨迹。见图 9所示。屈服函数可以采用式
（3）表示。 

图 9 密实永定河砂的试验确定的屈服面 

Fig. 9 Yield surface determined by tests of dense  

Yongding River sand 

5.2  硬化参数 

在反映应变软化的清华弹塑性模型中，硬化参数

表示为塑性功的函数[17]。在试验中，塑性功的计算

如下： 

p
p dij ijW σ ε= ∫  。           (21) 

塑性功与硬化参数间的函数关系（见图 10）表
示式为 

p p
0 2

p

( )
( )

W a cW
h h

a bW
+

=
+

－  ，           (22) 

式中，h0为试样各向等压下固结时的硬化参数。 

图 10 各种围压下试验得到的塑性功与硬化参数关系 

Fig. 10 Curves of hardening parameter versus plastic work of  

dense Youngding River sand 

5.3  数值计算与试验验证 

对所建立的应变软化模型，利用承德中密砂的厚

壁筒试验及永定河密砂的浅基础渗水力模型试验进行

了验证。其中渗水力模型试验的比尺分别为 n = 20、
40、45.7和 57.1，模拟位于永定河密砂地基上的直径
为 1.6 m的圆形刚性浅基础。图 11表示了试验的结果，
图中纵坐标 m m m/p dα γ= ，其中 pm为作用在模型基础

上的压力，γm为模型地基土的容重，dm为模型基础的

直径。图中横坐标 m m/s dβ = ，其中 sm是模型的沉降。

可见不同模型比尺的无量刚表示的荷载–沉降曲线都

比较一致，反映了试验的一致性。对于这一边值问题，

用反映应变软化的清华模型进行有限元数值计算，结

果见图 11中的实线。 

图 11 浅基础的渗水力模型试验的荷载沉降曲线与模型的有限 

元计算结果比较 

Fig. 11 Comparison of load-settlement curve between numerical  

results and model test results 

数值计算表明，在荷载增加到一定值，首先在与

基础相连的地基土中出现应变软化区域，在该区域中

的单元发生应变软化，但是仍处于加载阶段；而与这

个区相邻的单元则处于卸载阶段。随着应变软化区的

出现沉降很快加大，发生地基破坏。计算的结果与模
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型试验在各个阶段符合的都较好[18]。 

6  减载与循环荷载下屈服的清华弹塑

性模型 
土作为一种典型的弹塑性材料，在循环荷载条件

下，其塑性体变形的累计引起了砂土液化等一系列重

要的工程问题。为了反映土在循环荷载条件下变形的

弹塑性特性，先后发展了各种运动硬化的弹塑性本构

模型，如各种多重屈服面模型[19]和边界面模型[20]等。

也有部分学者主张抛开传统的弹塑性理论的概念，提

出将变形区分为可恢复变形和不可恢复变形，分别讨

论其机理和变化规律[21]。 
6.1  减载弹塑性和减载屈服 

大多数弹塑性模型都假定土在减载到初始应力水

平过程中的宏观可恢复变形为弹性变形，也就是说土

的减载即为弹性卸载，在一个应力循环中，只发生弹

性变形。但大量的试验资料都表明，这种假定的合理

性有待讨论，土在减载过程中表现出了强烈的塑性变

形特点，应力循环时出现了滞回圈，减载体缩[22，23]，

平面应变条件下减载主应力转化[24]等一些特殊的应

力变形现象。这些试验现象都说明土的减载过程不能

简单的看作弹性卸载，由于其中一些颗粒会发生滑移、

转动，他们在再加载时可以恢复，土在减载过程中会

发生屈服，产生了塑性变形。这对于一些工程问题是

需要严格区分的。 

图 12 加载减载一半的循环加载试验结果 

Fig. 12 Curves of half stress cyclic tests 

为了反映土在减载过程中的屈服和塑性变形，就

必须对传统的弹性变形的定义方法进行修改，基于土

体变形的微观机理定义弹性变形。用承德中密砂进行

了各向等压和三轴压缩的应力半循环试验：减载到所

施加应力水平的一半时就进行再加载，可以发现在这

种半循环试验中，土的应力应变关系基本可近似视为

线弹性，见图 12。 
可以认为这种变形是土颗粒的弹性压缩回弹的宏

观表现，是一种基于微观变形机理的真正意义上的弹

性变形，将减载至应力水平一半过程中线弹性卸载的

变形视为弹性变形。根据承德中密砂的试验资料，可

以得到相应的弹性常数。用 K、G 分别表示其体积压
缩模量和剪切变形模量。 
6.2  旋转硬化的清华弹塑性模型 

按照清华模型的建模方法，由试验资料确定屈服

面和屈服函数。根据承德中密砂的常规三轴压缩试验

结果，用由上述试验所得到的弹性常数，分别计算和

分离加载，减载及再加载过程中的弹性应变和塑性应

变，进而得到塑性体应变分量和塑性剪应变分量及其

相应的增量。这样就可以分别得到在加载、减载和再

加载 3个过程中的塑性应变增量的大小和方向。将加
载、减载和再加载 3个过程中的塑性应变增量方向及
相应的屈服面绘制在 q–p 座标系中，见图 13。可以
发现，在减载和再加载时，屈服面可以近似看作是加

载时的屈服面绕着原点转过一个角度得到的，亦即减

载和再加载时的塑性应变增量是正交于旋转后的屈服

面的，这是一种以试验结果作为依据的旋转硬化规律。

Lade 等人在大应力转折的非相关流动砂土本构模型
研究中，也曾引入类似的运动硬化规律[25，26]。 

图 13 减载过程中的旋转硬化 

Fig. 13 Rotational hardening during decreasing load 

6.3  试验验证 

按照屈服面随着在应力反复时应力路线绕原点转

动的旋转硬化的规律，根据承德中密砂的试验结果，

以硬化参数为塑性体应变和塑性剪应变的函数，确定

合适的函数关系，可以满足相适应的流动法则。通过

等向压缩和三轴压缩试验确定相应的模型参数，并用

该旋转硬化的清华弹塑性模型模拟常规三轴试验条件

下的应力应变关系，见图 14。 
从土的弹塑性变形的基本概念和基本理论出发，

通过引入基于颗粒弹性压缩回弹的狭义弹性变形概

念，运用清华弹塑性模型通过试验数据确定屈服面的



第 1期                     李广信. 土的清华弹塑性模型及其发展 9 

 

方法，遵循旋转硬化的运动硬化规律，可以方便的建

立旋转硬化的弹塑性本构模型，而且并未引入新的模

型参数和增加模型的复杂性，在反映减载弹塑性方面

取得了较为理想的效果。在等向硬化的清华弹塑性本

构模型的基础上，进一步发展了反映减载和循环荷载

下土的屈服的清华弹塑性模型，并成为由静本构模型

通往动本构模型的桥梁。 

图 14 旋转硬化清华模型计算结果与试验结果对比 

Fig. 14 Comparison between calculated results and test results 

7  结    语 
清华模型以其独特的建模方式闻名于世，在这一

基础上，它具有广阔的发展空间。本文系统地介绍了

模型的二维、三维形式，描述土的湿化变形、非饱和

土应力应变关系、应变软化和表现减载和循环荷载下

变形特性的清华模型。 
(1) 土的清华弹塑性模型的精髓在于其屈服面的

确定，即在 Drucker 公设的基础上，选择合适的硬化
参数，通过试验资料直接确定模型的屈服函数，无需

任何附加的假设。 
(2) 在真三轴试验的基础上，按照清华模型的建

模方法和π平面上破坏轨迹与屈服轨迹相似的原理，
在π平面上确定了屈服轨迹的形状，使用双圆弧的函
数表达式，合理地发展了清华模型的三维形式，只需

加作一个三轴伸长试验确定强度确定参数 t。就可确
定三维的清华模型。 

(3) 土的浸水湿化变形是一种塑性变形，试验表
明湿化应变向量正交于清华模型的屈服面。清华模型

可以较好地预测土在任意应力状态下的湿化变形和湿

化前后的应力应变关系，利用干土和浸水饱和后的硬

化参数之差可以反映湿化后土的弹性变形阶段。 
(4) 在清华模型的硬化参数中加入含水率这一因

素，可将清华模型扩展应用到非饱和土。用在试样中

预先加入冰屑的各向等压试验可以确定增湿计算的有

关参数，三轴试验证明了模型的可用性。 
(5) 反映应变软化的清华模型表明，硬化与软化

段的屈服面形状是一致的。选择硬化参数为塑性功的

函数就可以合理地反映土的应变软化，模型试验和数

值计算结果表明模型的适用性。 

(6) 为了表现减载和循环荷载下土的屈服，可以
将清华模型的屈服面旋转硬化，适当地变化硬化参数

就可以使该模型表现减载和循环荷载下的应力应变关

系，为模型的进一步扩展创造条件。 
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